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Для иерархии длинноволновых гидродинамических моделей получены соотно-
шения, устанавливающие связь между градиентами амплитуды волны и глубины
в случае слабо изменяющегося дна. Выведены законы изменения амплитуды в за-
висимости от глубины жидкости — расширение закона Грина, известного для без-
дисперсионной модели мелкой воды, на случай длинноволновых моделей с диспер-
сией. Показано, что повышение порядка длинноволнового приближения, как и по-
вышение точности дисперсионного соотношения моделей мелкой воды, приводит
к более точному описанию не только фазовых, но и амплитудных характеристик
модели трехмерных потенциальных течений.
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Введение

В работах [1, 2] представлены новые модели повышенной точности, полученные пу-
тем модификации формул для негидростатической составляющей давления известной
Serre –Green –Naghdi-модели (далее SGN-), позволившей добиться четвертого (для
mSGN-) и шестого-восьмого (для mSGN4-) порядков аппроксимации дисперсионного со-
отношения модели трехмерных потенциальных течений (далее FNPF-модель [2]). При
этом mSGN-модель, как и SGN-модель, имеет второй порядок длинноволнового при-
ближения, тогда как mSGN4-модель — четвертый. Вывод mSGN4-модели [2] расширил
существующую иерархическую цепочку моделей мелкой воды [3, 6] в сторону повыше-
ния порядка длинноволновой аппроксимации.
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В известных работах, посвященных нелинейно-дисперсионным (NLD-) моделям
четвертого порядка точности, в качестве вектора скорости, как правило, выбиралась
горизонтальная составляющая вектора скорости FNPF-модели на некоторой
поверхности, расположенной между дном и свободной границей (см., например,
обзорную статью [7]). В итоге получалась очень громоздкая форма записи уравнений.
Кроме того, для этих моделей не выполняются законы сохранения массы
и импульса. В полученных в [1, 2] mSGN- и mSGN4-моделях, учитывающих
подвижность дна, используется усредненная по толщине жидкого слоя скорость.
Для них выполняется закон сохранения массы, а закон сохранения полного
импульса выполняется в случае горизонтального неподвижного дна. Уравнения этих
моделей инвариантны относительно преобразования Галилея и записываются
в компактной форме, аналогичной записи уравнений газовой динамики с источнико-
выми членами.

Для указанных моделей в [1, 2] проведен анализ дисперсионных свойств (дисперси-
онный анализ) при условии, что дно горизонтальное. Представляет несомненный инте-
рес аналогичное исследование таких моделей в случае дна переменной формы.

Следует отметить, что первые NLD-модели были выведены в связи с необходи-
мостью более точного воспроизведения поверхностных волн средней длины, которые
обычно наблюдаются в мелководной зоне акваторий, где волновая картина во многом
определяется рельефом дна. Изучение именно этой стадии развития волнового процес-
са представляет наибольший интерес для исследователей и практиков, занимающихся
проблемами освоения прибрежных территорий.

В недавних работах [8, 9] перечислены основные достижения в изучении волно-
вых режимов в областях с переменной батиметрией. Здесь в случае нелинейных волн
и сложного рельефа дна возможно только численное моделирование. Упрощение за-
дачи при переходе к линейной теории позволяет аналитически описать частные слу-
чаи, которые помогают прояснить некоторые черты сложной картины реальных те-
чений. Линеаризация модели с последующим анализом дисперсионного соотношения
для гармонической волны позволяет получить соотношения между градиентами ам-
плитуды и глубины на слабо изменяющемся дне, что впервые показано в работе [10].
Впоследствии этот подход был усовершенствован в ряде работ (см., например, [11, 15]),
где полученные формулы использовались авторами для сравнения точности
предлагаемых ими моделей с известными.

В настоящей работе для mSGN- и mSGN4-моделей получен ряд свойств, проявля-
ющихся при выходе волн из относительно глубоководной области в прибрежную зону
с изменяющейся глубиной. Получены соотношения, устанавливающие связь между гра-
диентами амплитуды и глубиной волны в случае слабо изменяющегося дна. Выведены
законы зависимости амплитуды от глубины жидкости — расширение закона Грина, из-
вестного для бездисперсионной модели мелкой воды (NSWE-модель), на случай длин-
новолновых моделей с дисперсией.

Показано, что повышение порядка длинноволнового приближения, как и повыше-
ние точности аппроксимации дисперсионного соотношения моделей мелкой воды, при-
водит к более точному описанию не только фазовых, но и амплитудных характеристик
FNPF-модели, при этом mSGN4-модель четвертого порядка длинноволнового прибли-
жения с восьмым порядком точности дисперсионного соотношения демонстрирует луч-
шую аппроксимацию этих характеристик в случае как горизонтального [2], так и неров-
ного дна.
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1. SGN-модель и ее модификации

Приведем краткое описание моделей, полученных в [1, 2] путем модификации формул
для негидростатической составляющей давления SGN-модели, позволившей достичь
четвертого (для mSGN-) и шестого–восьмого (для mSGN4-) порядков аппроксимации
дисперсионного соотношения FNPF-модели.

SGN-модель можно записать в виде

𝐻𝑡 + ∇ · (𝐻u) = 0, (1)

u𝑡 + (u · ∇)u +
∇𝑝
𝐻

=
𝑝

𝐻
∇ℎ, (2)

где u — усредненная по глубине жидкости горизонтальная составляющая вектора ско-
рости 3D-течения; x = (𝑥1, 𝑥2)

⊤ — вектор горизонтальных координат; 𝑡 — время, 𝑔 —
ускорение свободного падения; 𝐻 = 𝜂 + ℎ — полная глубина; 𝜂 = 𝜂(x, 𝑡) — отклонение
свободной поверхности от невозмущенного уровня воды, функция ℎ = ℎ(x, 𝑡) описывает
форму дна; 𝑝 — проинтегрированная по толщине слоя жидкости главная часть давле-
ния трехмерной модели, удерживаемая в длинноволновом приближении, имеющая вид

𝑝 = 𝑔
𝐻2

2
−
(︂
𝐻3

3
𝑅1 +

𝐻2

2
𝑅2

)︂
, 𝑝 = 𝑔𝐻 −

(︂
𝐻2

2
𝑅1 +𝐻𝑅2

)︂
, (3)

где

𝑅1 = 𝐷(∇ · u) − (∇ · u)2, 𝑅2 = 𝐷2ℎ, (4)

𝐷 =
𝜕

𝜕𝑡
+ u · ∇.

Далее величину 𝑝 будем называть давлением NLD-модели или просто давлением.
Уравнения mSGN-модели имеют в точности такой же вид (1)–(3), как уравнения

SGN-модели, но с другими 𝑅1 и 𝑅2:

𝑅1 = 𝐷(∇ · u) − (∇ · u)2 − 𝛽∇ · I0, 𝑅2 = 𝐷2ℎ− 𝛽I0 · ∇ℎ,

где 𝛽 — параметр модели, 𝛽 ≤ 0,

I0 = u𝑡 + (u · ∇)u + 𝑔∇𝜂. (5)

Уравнение неразрывности mSGN4-модели имеет тот же вид (1), что и в SGN-модели,
а уравнение движения отличается от (2) наличием одного дополнительного слагаемого:

u𝑡 + (u · ∇)u +
∇ ·M
𝐻

+
∇𝑝
𝐻

=
𝑝

𝐻
∇ℎ,

где

M =
𝐻3

180

(︃
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22

)︃
,

𝑚11 = 15𝐴2
1 + 15𝐻𝐴1𝐵1 + 4𝐻2𝐵2

1 ≥ 0,

𝑚12 = 𝑚21 = 15𝐴1𝐴2 + 7.5𝐻(𝐴1𝐵2 + 𝐴2𝐵1) + 4𝐻2𝐵1𝐵2,

𝑚22 = 15𝐴2
2 + 15𝐻𝐴2𝐵2 + 4𝐻2𝐵2

2 ≥ 0,

A = (𝐴1, 𝐴2)
⊤ = −∇(𝐷ℎ) − (∇ · u)∇ℎ, B = (𝐵1, 𝐵2)

⊤ = −∇(∇ · u).
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Выражение для давления в mSGN4-модели имеет следующий вид:

𝑝 = 𝑔
𝐻2

2
−
(︁𝐻3

3
𝑅1 +

𝐻2

2
𝑅2

)︁
−
[︁(︁

∇(𝐷ℎ) + 2(∇ · u)∇ℎ
)︁
·Q1 +𝐷 (∇ℎ ·Q1)−

−(∇ · u)∇ ·Q2 + 2∇(∇ · u) ·Q2 −𝐷(∇ ·Q2)
]︁
+

+𝛽1

(︂
𝐻3

3
∇ · I1 +

𝐻2

2
I1 · ∇ℎ

)︂
+ 𝛽0

(︁
∇ℎ · Q̃1 −∇ · Q̃2

)︁
,

где 𝑅1 и 𝑅2 определяются формулами (4),

Q1 =
𝐻3

12
A +

𝐻4

24
B, Q2 =

𝐻4

24
A +

𝐻5

45
B,

Q̃1 =
𝐻3

12
Ã +

𝐻4

24
B̃, Q̃2 =

𝐻4

24
Ã +

𝐻5

45
B̃,

Ã = −∇(I0 · ∇ℎ) − (∇ · I0)∇ℎ, B̃ = −∇(∇ · I0).

Параметр I0 вычисляется как в mSGN-модели (5):

I1 = I0 −
[︂

1

𝐻
∇
(︂
𝐻3

3
𝑅1 +

𝐻2

2
𝑅2

)︂
−
(︂
𝐻

2
𝑅1 +𝑅2

)︂
∇ℎ
]︂
.

Давление на дне выражается формулой

𝑝 = 𝑔𝐻 −
(︂
𝐻2

2
𝑅1+𝐻𝑅2

)︂
+𝐷(∇·Q1)−∇(∇·u) ·Q1 + 𝛽1

(︂
𝐻2

2
∇·I1+𝐻I1 ·∇ℎ

)︂
− 𝛽0∇ · Q̃1.

В работах [1, 2] достаточно подробно исследованы дисперсионные свойства этих
моделей для решений, имеющих вид гармоник:

𝜂(x, 𝑡) = 𝑎0𝑒
−𝑖(𝜔𝑡−k·x), (6)

u = u0𝑒
−𝑖(𝜔𝑡−k·x), (7)

где 𝑎0 ̸= 0 и u0 ̸= 0 — амплитуды гармоник; k = (𝑘1, 𝑘2)
⊤ — волновой вектор, k ̸= 0;

𝜔 — волновая частота. Для линеаризованных mSGN- и mSGN4-моделей в случае го-
ризонтального дна ℎ(x, 𝑡) ≡ 𝑑 = const > 0 корни дисперсионных уравнений, имеющие
смысл частоты, выглядят соответственно следующим образом:

𝜔 =

⎡⎢⎣𝑔𝑑𝑘2 1 − 𝛽

3
𝜉2

1 +
1 − 𝛽

3
𝜉2

⎤⎥⎦
1/2

, (8)

𝜔 =

⎡⎢⎣𝑔𝑑𝑘2 1 − 𝛽1
3
𝜉2 +

𝛽0
45
𝜉4

1 +
1 − 𝛽1

3
𝜉2 +

𝛽0 − 5𝛽1 − 1

45
𝜉4

⎤⎥⎦
1/2

, (9)

где 𝑘 = |k|, 𝜉 = 𝑘𝑑. При 𝛽 = 0 в формуле (8) получаем выражение 𝜔 для SGN-модели.
Оценку дисперсионных свойств моделей мелкой воды обычно производят сравне-

нием фазовых скоростей, соответствующих этим моделям, с “эталонными” значения-
ми их аналогов в линеаризованной задаче Коши–Пуассона для потенциальных тече-
ний [1, 10, 13].
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Рис. 1. Зависимость модуля 𝑐p фазовой скорости от параметра дисперсии 𝜇 в моделях:
FNPF (1); NSWE (2); SGN (3); mSGN при 𝛽 = −0.2 (4); mSGN4 при 𝛽0 = 0, 𝛽1 = −2/7 (5);
mSGN4 при 𝛽0 = 1/21, 𝛽1 = −1/3 (6)
Fig. 1. Phase velocity 𝑐p as a function of the dispersion parameter 𝜇 in the models: FNPF (1);
NSWE (2); SGN (3); mSGN with 𝛽 = −0.2 (4); mSGN4 with 𝛽0 = 0, 𝛽1 = −2/7 (5); mSGN4 with
𝛽0 = 1/21, 𝛽1 = −1/3 (6)

В [1] показано, что при 𝛽 = −0.2 mSGN-модель аппроксимирует “эталонную” фазо-
вую скорость с точностью 𝑂(𝜇4), где 𝜇 = 𝑑/𝜆 — параметр дисперсии, 𝜆 — характерное
значение длины волны, причем согласно способу получения дифференциальных урав-
нений сама mSGN-модель аппроксимирует исходную FNPF-модель лишь с точностью
𝑂(𝜇2), 𝛽 ∈ [−0.2, 0].

Выведенное в [2] двухпараметрическое семейство mSGN4-моделей аппроксимирует
FNPF-модель с точностью 𝑂(𝜇4), при этом параметры 𝛽0 и 𝛽1 должны удовлетворять
соотношениям

0 ≤ 𝛽0 ≤ 𝛽1(1 + 5𝛽1), 𝛽1 < −1

5
.

Показано, что при 𝛽0 = 1/21, 𝛽1 = −1/3 “эталонная” фазовая скорость аппроксимиру-
ется с точностью 𝑂(𝜇8) и при 𝛽0 = 0, 𝛽1 = −2/7 — с точностью 𝑂(𝜇6).

На рис. 1 продемонстрировано, как происходит уточнение фазовой скорости
𝑐p = 𝜔/𝑘 длинноволновых моделей с повышением их точности в зависимости от па-
раметра дисперсии 𝜇. Бездисперсионную модель мелкой воды (NSWE-модель) можно
использовать только для очень длинных волн (𝜇 ≤ 0.05). Наилучший результат получа-
ется для mSGN4-модели с аппроксимантом Padé (4,4) (линия 6 на рис. 1). Отметим, что
в области очень коротких волн наиболее предпочтительной [2] является mSGN4-модель
с аппроксимантом Padé (2,4).

2. Линейный анализ в случае неровного дна

Безусловно, представляет интерес поведение волн при их выходе на мелководье. В на-
стоящей работе рассмотрим случай, когда волны движутся к прямолинейной береговой
линии 𝑥 = 0 (здесь 𝑥 = 𝑥1) перпендикулярно прямолинейным изобатам. Это предпо-
ложение позволяет рассматривать однонаправленное течение в акватории с глубиной
ℎ = ℎ(𝑥). Кроме того, ограничимся изучением линеаризованных уравнений при допол-
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нительном предположении, что форма дна является слабо изменяющейся в том смысле,
что вторые и более высокого порядка производные функции ℎ(𝑥), а также всевозмож-
ные произведения производных этой функции пренебрежимо малы. При этих условиях
линеаризованные mSGN- и mSGN4-модели одномерного течения записываются следу-
ющим образом: уравнение неразрывности

𝜂𝑡 + 𝑢ℎ𝑥 + ℎ𝑢𝑥 = 0 (10)

одинаково для обеих моделей, а уравнения движения имеют, соответственно, вид

𝑢𝑡 + 𝑔𝜂𝑥 −
ℎ2

3
((1 − 𝛽)𝑢𝑡 − 𝛽𝑔𝜂𝑥)𝑥𝑥 − ℎℎ𝑥((1 − 𝛽)𝑢𝑡 − 𝛽𝑔𝜂𝑥)𝑥 = 0, (11)

𝑢𝑡 + 𝑔𝜂𝑥 −
ℎ2

3
𝑢𝑡𝑥𝑥 − ℎℎ𝑥𝑢𝑡𝑥 + 𝛽1

(︂
ℎℎ𝑥(𝑢𝑡 + 𝑔𝜂𝑥)𝑥 +

ℎ2

3
(𝑢𝑡 + 𝑔𝜂𝑥)𝑥𝑥

)︂
+

+
2ℎ𝑥ℎ

3

9

(︁
𝛽0−5𝛽1−1

)︁
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑡+

2ℎ𝑥ℎ
3

9
𝛽0𝑔𝜂𝑥𝑥𝑥𝑥+

ℎ4

45
(𝛽0−5𝛽1−1)𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡+

ℎ4

45
𝛽0𝑔𝜂𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0. (12)

Далее предполагается, что над слабо изменяющимся дном распространяются волны
в виде гармоник с переменной амплитудой

𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑎(𝑥)𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝐾(𝑥)), (13)

при этом частота 𝜔 этих гармоник постоянна [10, 13, 16],𝐾𝑥(𝑥) = 𝑘(𝑥), а амплитуда 𝑎(𝑥)
и волновое число 𝑘(𝑥), как и форма дна, являются слабо изменяющимися величинами,
т. е. их вторые и более высокого порядка производные пренебрежимо малы, так что
существенны лишь 𝑎𝑥, 𝑘𝑥.

В случае горизонтального дна гармоника (7), соответствующая скорости, имеет ту
же фазу, что и гармоника (6). Но в случае дна переменной формы для гармоник воз-
можен небольшой фазовый сдвиг [13], поэтому скорость будем рассматривать в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥)𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝐾(𝑥)−𝜓(𝑥)),

где величина фазового сдвига 𝜓(𝑥) предполагается малой — того же порядка, что и ℎ𝑥,
т. е. величинами 𝜓2, 𝜓𝑥, произведениями вида 𝑎𝑥𝜓, 𝑣𝑥𝜓, ℎ𝑥𝜓 и аналогичными произведе-
ниями, содержащими производные более высоких порядков, можно пренебречь. Именно
из-за этого предположения о малости 𝜓(𝑥) скорость может быть рассмотрена в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥)(1 + 𝑖𝜓(𝑥))𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝐾(𝑥)). (14)

2.1. Скорость изменения амплитуды для mSGN-модели

Подставляя гармоники (13) и (14) в уравнения (10), (11) и разделяя мнимые и действи-
тельные части, получаем следующую систему уравнений:

−𝑎𝜔 + ℎ𝑣𝑘 = 0, (15)

(ℎ𝑣)𝑥 − ℎ𝑣𝜓𝑘 = 0, (16)

−𝜔𝑣 + 𝑔𝑎𝑘 − ℎ2

3

[︀
𝜔(1 − 𝛽)𝑣𝑘2 + 𝛽𝑔𝑘3𝑎

]︀
= 0, (17)

𝜔𝑣𝜓 + 𝑔𝑎𝑥 −
ℎ2

3
[𝜔(1 − 𝛽)(2𝑣𝑥𝑘 + 𝑣𝑘𝑥 − 𝑣𝜓𝑘2) + 𝛽𝑔(3𝑘𝑘𝑥𝑎+ 3𝑘2𝑎𝑥)]−

−ℎℎ𝑥 [𝜔(1 − 𝛽)𝑣𝑘 + 𝛽𝑔𝑘2𝑎] = 0.

(18)

Из уравнений (15) и (17) вытекает дисперсионное соотношение
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𝜔 =

⎡⎢⎣𝑔ℎ𝑘2 1 − 𝛽

3
𝜉2

1 +
1 − 𝛽

3
𝜉2

⎤⎥⎦
1/2

, (19)

аналогичное (8), где вместо 𝑑 используются ℎ = ℎ(𝑥), 𝑘 = 𝑘(𝑥), 𝜉 = 𝑘(𝑥)ℎ(𝑥).
После исключения 𝑣 и 𝜓 из уравнений (16) и (18) приходим к соотношению

𝛼1
𝑎𝑥
𝑎

+ 𝛼2
𝑘𝑥
𝑘

+ 𝛼3
ℎ𝑥
ℎ

= 0,

где

𝛼1 = 2 − 4

3
𝛽𝜉2 − 2

9
𝛽(1 − 𝛽)𝜉4,

𝛼2 = −1 − 2

3
𝛽𝜉2 − 1

3
𝛽(1 − 𝛽)𝜉4,

𝛼3 =
𝜉2

9

(︀
−3 − 6𝛽 − 2𝛽(1 − 𝛽)𝜉2

)︀
.

Дифференцирование по 𝑥 выражения (19) с учетом того, что 𝜔 не зависит явным
образом от 𝑥, дает формулу

𝑘𝑥
𝑘

= −𝛼4
ℎ𝑥
ℎ
,

где

𝛼4 =
1

2
− 3𝜉2

2(9 − 6𝛽𝜉2 − 𝛽(1 − 𝛽)𝜉4)
.

Комбинируя полученные формулы, получаем соотношение между градиентами ампли-
туды и глубины для mSGN-модели:

𝑎𝑥
𝑎

= 𝐾sl(𝑘ℎ)
ℎ𝑥
ℎ
, (20)

где коэффициент 𝐾sl имеет следующий вид:

𝐾sl =
𝛼2𝛼4 − 𝛼3

𝛼1

. (21)

2.2. Скорость изменения амплитуды для mSGN4-модели

По схеме, изложенной в предыдущем подразделе, получим для mSGN4-модели коэф-
фициент изменения амплитуды волны при ее выходе в мелководную зону. Подставляя
гармоники (13) и (14) в (12), получаем следующие уравнения для мнимой и действи-
тельной частей:

−𝜔𝑣 + 𝑔𝑎𝑘 − ℎ2

3

[︁
𝜔(1 − 𝛽1)𝑣𝑘

2 + 𝛽1𝑔𝑘
3𝑎
]︁

+
ℎ4

45

[︁
𝜔(1 − 𝛽0 + 5𝛽1)𝑣𝑘

4 + 𝛽0𝑔𝑎𝑘
5
]︁

= 0, (22)

𝜔𝑣𝜓 + 𝑔𝑎𝑥 −
ℎ2

3

[︁
𝜔(1 − 𝛽1)(2𝑣𝑥𝑘 + 𝑣𝑘𝑥 − 𝑣𝜓𝑘2) + 𝛽1𝑔(3𝑘𝑘𝑥𝑎+ 3𝑘2𝑎𝑥)

]︁
−

−ℎℎ𝑥
[︁
𝜔(1 − 𝛽1)𝑣𝑘 + 𝛽1𝑔𝑘

2𝑎
]︁
− 2ℎ3ℎ𝑥

9

[︁
𝜔(𝛽0 − 5𝛽1 − 1)𝑣𝑘3 − 𝛽0𝑔𝑎𝑘

4
]︁
+

+
ℎ4

45

[︁
𝜔(𝛽0 − 5𝛽1 − 1)(−4𝑣𝑥𝑘

3 − 6𝑣𝑘2𝑘𝑥 + 𝑣𝜓𝑘4) + 𝛽0𝑔(10𝑘3𝑘𝑥𝑎+ 5𝑘4𝑎𝑥)
]︁

= 0. (23)

Из уравнений (15) и (22) следует дисперсионное соотношение
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𝜔 =

⎡⎢⎣𝑔ℎ𝑘2 1 − 𝛽1
3
𝜉2 +

𝛽0
45
𝜉4

1 +
1 − 𝛽1

3
𝜉2 +

𝛽0 − 5𝛽1 − 1

45
𝜉4

⎤⎥⎦
1/2

, (24)

аналогичное (9), с переходом к ℎ(𝑥), как и в (19).
После исключения 𝑣 и 𝜓 из (16) и (23) приходим к формуле

𝛾1
𝑎𝑥
𝑎

+ 𝛾2
𝑘𝑥
𝑘

+ 𝛾3
ℎ𝑥
ℎ

= 0.

Здесь

𝛾1 = 1 − 𝜉2𝛽1 + 𝜁2
(︂

1 − 1

3
(1 − 𝛽1)𝜉

2

)︂
− 1

15
𝜁2(𝛽0 − 5𝛽1 − 1)𝜉4 +

1

9
𝛽0𝜉

4,

𝛾2 = −𝜁2 − 𝛽1𝜉
2 − 1

15
𝜁2(𝛽0 − 5𝛽1 − 1)𝜉4 +

2

9
𝛽0𝜉

4,

𝛾3 = −1

3
𝜁2(1 − 𝛽1)𝜉

2 − 𝛽1𝜉
2 − 6

45
𝜁2(𝛽0 − 5𝛽1 − 1)𝜉4 +

2

9
𝛽0𝜉

4,

где

𝜁2 =
𝜔2

𝑔ℎ𝑘2
.

Далее, дифференцируя по 𝑥 дисперсионное соотношение (24), находим связь

𝛾4
𝑘𝑥
𝑘

+ 𝛾5
ℎ𝑥
ℎ

= 0,

где

𝛾4 = 2 − 4

3
𝛽1𝜉

2 +
2

15
𝛽0𝜉

4 − 𝜁2
[︂

2

3
(1 − 𝛽1)𝜉

2 +
4

45
(𝛽0 − 5𝛽1 − 1)𝜉4

]︂
,

𝛾5 = 1 − 𝛽1𝜉
2 +

𝛽0
9
𝜉4 − 𝜁2

[︂
2

3
(1 − 𝛽1)𝜉

2 +
4

45
(𝛽0 − 5𝛽1 − 1)𝜉4

]︂
.

Таким образом, вычислены 𝛾𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 5), и формула изменения градиента амплитуды
принимает вид (20) с коэффициентом

𝐾sl =
𝛾2𝛾5 − 𝛾3𝛾4

𝛾1𝛾4
.

В англоязычной литературе коэффициент 𝐾sl называется shoaling (sl-) коэффици-
ентом, который отражает изменение амплитудных характеристик поверхностных волн
в прибрежной зоне. Соотношение (20) описывает наблюдаемый факт увеличения ам-
плитуды волны при ее движении в сторону берега (в сторону уменьшающейся глу-
бины). В бездисперсионой (NSWE-) модели первого длинноволнового приближения
𝐾sl(𝑘ℎ) = −1/4, т. е. не зависит ни от длины волны, ни от глубины. В “эталонной”
FNPF-модели коэффициент 𝐾sl(𝑘ℎ) (линия 1 на рис. 2) вычисляется по формуле [10]

𝐾sl(𝑘ℎ) = −𝐺(2 +𝐺(1 − cosh 2𝑘ℎ))

2(1 +𝐺)2
,

где

𝐺 =
2𝑘ℎ

sinh 2𝑘ℎ
.
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Рис. 2. Зависимость коэффициента 𝐾sl от переменной 𝑘ℎ в моделях: FNPF (1); NSWE (2);
SGN (3); mSGN при 𝛽 = −0.2 (4); mSGN4 при 𝛽0 = 0, 𝛽1 = −2/7 (5); mSGN4 при 𝛽0 = 1/21,
𝛽1 = −1/3 (6)
Fig. 2. Coefficient 𝐾sl as a function of the variable 𝑘ℎ in the models: FNPF (1); NSWE (2);
SGN (3); mSGN with 𝛽 = −0.2 (4); mSGN4 with 𝛽0 = 0, 𝛽1 = −2/7 (5); mSGN4 with 𝛽0 = 1/21,
𝛽1 = −1/3 (6)

Расположение кривых на рис. 2 показывает, что наилучшее приближение к “эталон-
ной” FNPF-модели и в наиболее широком диапазоне изменения параметра 𝑘ℎ имеет
место для mSGN4-модели с восьмым порядком точности дисперсионного соотношения
(линия 6).

2.3. Фазовая скорость гармонической волны, движущейся по неровному дну

Как было отмечено ранее, а также в работах [10, 11] и др., дисперсионные соотношения
моделей SGN, mSGN, mSGN4 и FNPF в случае слабо изменяющегося дна остаются
по виду такими же, как и в случае горизонтального дна, с той лишь разницей, что
вместо величины 𝑑 надо использовать ℎ(𝑥) и волновое число 𝑘 становится переменной
величиной. Тогда фазовая скорость определяется как отношение

𝑐p(𝑘(𝑥), ℎ(𝑥)) =
𝜔(𝑘(𝑥), ℎ(𝑥))

𝑘(𝑥)
.

На рис. 3 показана зависимость фазовой скорости от глубины, где 𝑟 — отношение
фазовой скорости FNPF-модели к фазовым скоростям рассматриваемых моделей при
ℎ = ℎ0, 𝜇0 = ℎ0/𝜆0 (𝜆0 — длина набегающей волны на глубине ℎ0). Для длинных волн
(рис. 3, а) все дисперсионные модели показывают высокую точность. При уменьшении
длин волн (𝜇0 = 0.5) удовлетворительное приближение к “эталонной” FNPF-модели
имеет место для всех дисперсионных моделей (рис. 3, б), кроме SGN-модели. В недав-
ней работе 2021 г. [17] предложена оригинальная модификация SGN-модели, улучша-
ющая ее дисперсионные свойства на наклонном дне. Для самых коротких из рассмот-
ренных набегающих волн (𝜇0 = 1.0) наилучшее приближение демонстрирует только
mSGN4-модель (рис. 3, в, линии 5 и 6), более предпочтительна имеющая восьмой поря-
док точности дисперсионного соотношения (линия 6). Разумеется, NLD-модели мелкой
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Рис. 3. Зависимость фазовой скорости 𝑐p от глубины ℎ при 𝜇0 = 0.2 (а), 0.5 (б) и 1.0 (в)
в моделях: FNPF (1), NSWE (2), SGN (3), mSGN при 𝛽 = −0.2 (4); mSGN4 при 𝛽0 = 0,
𝛽1 = −2/7 (5); mSGN4 при 𝛽0 = 1/21, 𝛽1 = −1/3 (6)
Fig. 3. Phase velocity 𝑐p as a function of the depth ℎ at 𝜇0 = 0.2 (а), 0.5 (б) and 1.0 (в) in the models:
FNPF (1); NSWE (2); SGN (3); mSGN with 𝛽 = −0.2 (4); mSGN4 with 𝛽0 = 0, 𝛽1 = −2/7 (5);
mSGN4 with 𝛽0 = 1/21, 𝛽1 = −1/3 (6)

воды ориентированы на воспроизведение длинных волн, что следует из условий их вы-
вода. Однако при конструировании численных алгоритмов [5] необходимо учитывать
свойства этих моделей в области коротких волн.

3. Формула изменения амплитуды волны в случае неровного дна

В практических задачах при расчетах нагрузок на прибрежные сооружения или для
оценки размеров зоны затопления прибрежной территории важно знать амплитуду
и длину приходящих со стороны моря волн. Если волны не обрушиваются, то для этих
целей полезна формула вида (20). В самом деле, если найти зависимость 𝑘 = 𝑘(ℎ), то
уравнение (20) можно проинтегрировать и получить формулу для вычисления ампли-
туды. В работах [10, 13, 16] и др. отмечено, что при выходе длинных волн на отмель их
амплитуда и длина изменяются, тогда как частота остается постоянной. Поэтому, зная
длину 𝜆0 волны на глубоководье, можно найти 𝑘 = 𝑘(ℎ) из дисперсионного соотноше-
ния, используя равенство 𝜔 = 𝜔0, где 𝜔0 — частота на границе акватории со стороны
моря.

Прежде чем рассматривать конкретные модели, перепишем (20) в виде

1

𝑎

𝑑𝑎

𝑑ℎ
= 𝐾sl(𝑘ℎ)

1

ℎ
(25)

и введем безразмерные переменные ℎ̄ = ℎ/ℎ0 и �̄� = 𝑎/𝑎0, 0 < ℎ̄ ≤ 1, �̄� = �̄�(ℎ̄), �̄�(1) = 1,
в результате чего приходим к уравнению

𝑑

𝑑ℎ̄
ln �̄� =

𝐾sl

(︀
𝜈(ℎ̄)ℎ̄

)︀
ℎ̄

, 0 < ℎ̄ ≤ 1, (26)

где 𝜈(ℎ̄) = 𝑘(ℎ̄)ℎ0.
Теперь рассмотрим SGN-модель, которая получится из mSGN-модели, если выбрать

𝛽 = 0. При этом значении параметра из формулы (21) вытекает выражение для коэф-
фициента 𝐾sl, которое в размерных переменных имеет вид
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𝐾sl(𝑘ℎ) = −1

4
(1 − 𝑘2ℎ2). (27)

Проинтегрировав уравнение (26) с учетом выражения (27), переписанного для безраз-
мерных величин, приходим к соотношению

1∫︁
ℎ̄

𝑑

𝑑𝑧
ln(�̄�(𝑧))𝑑𝑧 = −1

4

1∫︁
ℎ̄

1 − 𝑧2𝜈2(𝑧)

𝑧
𝑑𝑧,

откуда получим формулу

− ln(�̄�(ℎ̄)) = ln(ℎ̄1/4) +
1

4

1∫︁
ℎ̄

𝑧𝜈2(𝑧)𝑑𝑧. (28)

Теперь при выводе явного выражения для амплитуды �̄� определим функцию 𝜈(ℎ̄) из
условия постоянства частоты (8) (𝛽 = 0)

𝜔2 = 𝑔ℎ𝑘2
1

1 +
1

3
ℎ2𝑘2

= 𝑔ℎ0𝑘
2
0

1

1 +
1

3
ℎ20𝑘

2
0

или в безразмерных переменных

ℎ̄𝜈2(ℎ̄)

1 +
1

3
ℎ̄2𝜈2(ℎ̄)

=
4𝜋2𝜇2

0

1 +
4

3
𝜋2𝜇2

0

=
𝜈20

1 +
1

3
𝜈20

, (29)

где 𝜈0 = 2𝜋𝜇0. Следовательно,

𝜈2 =
𝜈20

ℎ̄

(︂
1 +

1

3
𝜈20(1 − ℎ̄)

)︂ .
Подставляя это выражение в (28), получаем

− ln(�̄�(ℎ̄)) = ln(ℎ̄1/4) +
3

4
ln

(︂
1 +

𝜈20
3

(1 − ℎ̄)

)︂
,

откуда следует зависимость амплитуды волны от глубины:

�̄�(ℎ̄) =
1

ℎ̄1/4
· 1(︂

1 +
1

3
𝜈20(1 − ℎ̄)

)︂3/4
. (30)

Отметим, что для случая бездисперсионной модели мелкой воды соотношение (27)
переходит в равенство 𝐾sl(𝑘ℎ) = −1/4, а формула (30) — в известную формулу закона
Грина

�̄�(ℎ̄) =
1

ℎ̄1/4
.

Для mSGN- и mSGN4-моделей коэффициент 𝐾sl(𝑘ℎ) можно представить в виде

𝐾sl(𝑘ℎ) = −1

4
+
𝑘2ℎ2

4
�̃�sl, (31)

где �̃�sl имеет вид дробно-рациональной функции от 𝑘2ℎ2. Для mSGN-модели имеем



48 Г.С. Хакимзянов, З.И. Федотова, Д. Дутых

�̃�sl =
1 − 2

9
𝛽𝑘2ℎ2 +

1

27
𝛽(1 − 𝛽)𝑘4ℎ4)[︂

1 − 2

3
𝛽𝑘2ℎ2 − 1

9
𝛽(1 − 𝛽)𝑘4ℎ4

]︂2 .
Аналог соотношения (28) теперь принимает вид

− ln(�̄�(ℎ̄)) = ln(ℎ̄1/4) +
1

4

1∫︁
ℎ̄

𝑧𝜈2(𝑧)�̃�sl(𝑧𝜈(𝑧))𝑑𝑧,

отсюда получаем формулу для амплитуды

�̄�(ℎ̄) =
1

ℎ̄1/4
exp

⎡⎣−1

4

1∫︁
ℎ̄

𝑧𝜈2(𝑧)�̃�sl(𝑧𝜈(𝑧))𝑑𝑧

⎤⎦ .
Выписать интеграл из правой части в явном виде не всегда удается, так как выра-

жение для 𝜈(ℎ̄) является корнем многочлена, т. е. может содержать радикалы, поэтому
проще вычислить интеграл численно, используя для 𝐾sl выражение (21). Аналогичная
ситуация имеет место и для mSGN4- и FNPF-моделей.

Выведенные в настоящем разделе зависимости представлены в виде графиков на
рис. 4. Из этих графиков следует, что результаты, полученные с помощью классичес-
кого закона Грина, не зависят от длины набегающих волн, в то время как для моде-
лей волновой гидродинамики старших приближений такая зависимость имеет место.
Анализ результатов показал, что наилучшее приближение к коэффициенту усиления
амплитуды “эталонной” FNPF-модели и в наиболее широком диапазоне длин 𝜆0 набе-
гающих волн имеет место для mSGN4-модели четвертого порядка с восьмым порядком
точности дисперсионного соотношения.

а б в
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h/h0
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Рис. 4. Коэффициент усиления при 𝜇0 = 0.2 (а), 0.5 (б) и 1.0 (в) для моделей: FNPF (1);
NSWE (2); SGN (3); mSGN при 𝛽 = −0.2 (4); mSGN4 при 𝛽0 = 0, 𝛽1 = −2/7 (5); mSGN4 при
𝛽0 = 1/21, 𝛽1 = −1/3 (6)
Fig. 4. Amplification coefficient at 𝜇0 = 0.2 (а), 0.5 (б) and 1.0 (в) in the models: FNPF (1);
NSWE (2); SGN (3); mSGN with 𝛽 = −0.2 (4); mSGN4 with 𝛽0 = 0, 𝛽1 = −2/7 (5); mSGN4 with
𝛽0 = 1/21, 𝛽1 = −1/3 (6)
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Заключение

Представленные в статье результаты можно условно разделить на две группы. К пер-
вой группе можно отнести результаты анализа теоретических свойств цепочки моделей
NSWE — SGN — mSGN и mSGN4, полученные путем сравнения с FNPF-моделью. Ха-
рактеристики mSGN4-модели четвертого порядка длинноволнового приближения с вось-
мым порядком точности аппроксимации дисперсионного соотношения показывают наи-
лучшую близость к характеристикам “эталонной” модели, в том числе и для акваторий
с переменной глубиной. Это обстоятельство актуализирует задачу разработки и анализа
численных алгоритмов для нелинейно-дисперсионных моделей повышенной точности,
ориентированных на решение того же круга задач [18, 19], которые ранее решались
с использованием SGN-модели.

Вторая группа результатов включает обобщение известного для бездисперсионных
уравнений мелкой воды закона Грина на случай, когда дисперсия учитывается. Эти
результаты могут быть полезными при проектировании защитных сооружений в при-
брежной зоне и расчете силовых нагрузок на находящиеся вблизи берега плавающие
или заякоренные объекты [20]. Отметим, что полученные для mSGN4-модели законы
изменения амплитуды волн, несмотря на то что они близки к результатам для “эта-
лонной” FNPF-модели, могут служить лишь для предварительных оценок, поскольку
в реальных акваториях при выходе волн на протяженные мелководные зоны сильное
влияние на изменение амплитуды волн оказывают формы источника и рельефа дна,
дальность распространения и обрушение волн [21–27], а также многие другие факторы.
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Abstract

Two new fully nonlinear weakly dispersive shallow water models (mSGN and mSGN4) with
improved accuracy were developed by Khakimzyanov et al. [1, 2]. The average velocity was used and
the bottom mobility was taken into account. Modification of the dispersion parts of the pressure of
the well-known Serre –Green –Naghdi (SGN-) model made allows achieving the fourth (for mSGN)
and sixth-eighth (for mSGN4) orders of approximation of the dispersion relation of the three-
dimensional potential flow model (FNPF-model) in the case of a horizontal stationary bottom.

This article addresses a study of the properties for the obtained models in the case of an uneven
bottom. The research method is based on the use of the dispersion relation for models, which
are linearized to account a slight change of the profile of the bottom [10, 15]. For a hierarchy of
long-wave hydrodynamic models using the depth-averaged velocity, relations between the gradients
of the amplitude, wavenumber, and bottom are obtained. The dependence between the amplitude
and depth is established. A generalization of Green’s law to the case of long-wave models with
dispersion is obtained. It is shown that an increase in the order of the long-wave approximation
along with an increase in the accuracy of the dispersion relation of shallow water models leads to
a more accurate description of both the phase, and the amplitude characteristics of the model for
three-dimensional potential flows. At the same time, the mSGN4-model of the fourth order of the
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long-wave approximation with the eighth order of accuracy of the dispersion relation shows the best
approximation of the considered characteristics both in the case of a horizontal and uneven bottoms.

Keywords: long surface waves, nonlinear dispersive equations, dispersion relation, phase velocity,
Green’s law, uneven bottom.
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